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摘 要： 本文针对大型层次网络ＢｉｓｗａｐｐｅｄＮｅｔｗｏｒｋ（ＢＳＮ），提出了一种简单有效的负载均衡策略 ＣＤＥＸ，克服了
传统方案中因大规模层次网络复杂高阶的拉普拉斯矩阵特征值的计算而呈现的不适用性缺点．在新算法中，均衡迭代
过程大部分发生在ＢＳＮ的因子网络内部，因而，ＣＤＥＸ只需知道因子网络的结构及拉普拉斯特征值，从而在迭代均衡
过程中提高了迭代收敛速度，并且降低了迁移负载流量的计算复杂性，同时降低了通信流量．理论比较证明，ＣＤＥＸ不
止降低了计算复杂性，更加降低了均衡迭代的步数，比传统的负载均衡策略 Ｘ要更加简单、有效，更适用于大规模层
次网络ＢＳＮ．
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１ 引言

在并行计算中，动态的不可预测的任务特性往往会

引起系统内不均衡的负载分布，从而造成整个系统的性

能下降，因而，如何使并行计算机系统的利用率达到最

大，负载均衡变的尤为关键［１，２］．
目前，已经有许多建立在普遍网络基础上的负载均

衡算法被提出．针对同构系统，Ｃｙｂｅｎｋｏ等［３］提出了局部
扩散算法的一般形式．Ｍｕｔｈｕｋｒｉｓｈｎａｎ［４］在 Ｃｙｂｅｎｋｏ的基
础上提出了ＳｅｃｏｎｄＯｒｄｅｒＳｃｈｅｍｅ（ＳＯＳ），加快了迭代的速
度．Ｄｉｅｋｍａｎｎ等［５］设计了一种新的迭代算法，称之为 ｔｈｅ

ＯｐｔｉｍａｌＰｏｌｙｎｏｍｉａｌＳｃｈｅｍｅ（ＯＰＳ），该算法更加提升了迭代
过程的收敛速度，降低了迭代步数．Ｅｌｓａｓｓｅｒ等［６］介绍了
ｏｐｔｉｍａｌｄｉｆｆｕｓｉｏｎｓｃｈｅｍｅ（ＯＰＴ），虽然迭代步数与 ＯＰＳ同
样，但与ＯＰＳ对比，ＯＰＴ方法更加的简单、有效．而针对
异构系统，Ｅｌｓａｓｓｅ等［７］提出了扩展的均衡模型．Ｒｏｔａｒｕ
等［８］提出了从同构系统到异构环境的过渡．他们都在理
论上证明了算法的有效性．然而，因为拉普拉斯矩阵特
征值复杂的计算性，以上传统的扩散算法并不适用于大

规模的层次网络．因此，基于大型层次网络的负载均衡
算法的研究是非常必需的［９］．

目前存在的大规模的层次网络系统，如 ＯＴＩＳ网络
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（Ｏｐｔｉｃａｌ Ｔｒａｎｓｐｏｓｅ Ｉｎｔｅｒｃｏｎｎｅｃｔｉｏｎ Ｓｙｓｔｅｍ）［１０，１１］ 及
Ｂｉｓｗａｐｐｅｄ网络（ＢＳＮ），都是紧密相关的．但因 ＢＳＮ的低
扩展成本、对称性及可以继承因子网络的众多理想特

性等优势，吸引了越来越多的学者研究［１２，１３］．因而，如
何利用ＢＳＮ的高扩展性和容错性来提高并行计算机系
统的负载均衡问题成为了研究的热点．

２ 相关概念和性质

定义１ （Ｂｉｓｗａｐｐｅｄ网络（ＢＳＮ））．假设Ω＝（ＶΩ，
ＥΩ）是一个无向连通图，Ｖ（Ω） ＝ｎ．以Ω为因子网络
构建的 ＢＳＮ同样是一个无向图，记作 ＢＳＮ（Ω），其顶点
集可表示为

Ｖ（ＢＳＮ（Ω））＝｛＜ｉ，ｇ，ｐ＞ ｇ，ｐ∈Ｖ（Ω），ｉ＝０，１｝，
边集表示为

Ｅ（ＢＳＮ（Ω））＝｛（＜ｉ，ｇ，ｐ１ ＞，＜ｉ，ｇ，ｐ２ ＞）
（ｐ１，ｐ２）∈Ｅ（Ω），ｉ＝０，１｝∪｛（＜ｉ，ｇ，ｐ＞，＜１－ｉ，ｐ，
ｇ＞）ｇ，ｐ∈Ｖ（Ω），ｉ＝０，１｝．
由定义可以得出，ＢＳＮ（Ω）被平均分成两部分：部０

和部１．另外，它是由２ｎ个点不相交子网络Ω（被称作
组或簇）组成．如果Ω 有ｎ个节点，则 ＢＳＮ（Ω）则拥有
２ｎ２个节点．

在ＢＳＮ（Ω）中，节点＜ｉ，ｇ，ｐ＞表示第 ｉ部中的组ｇ
中的处理器 ｐ．在网络内部，组间链将一部内的组 ｇ中
的处理器ｐ与另一部内的组ｐ中的处理器ｇ相连［１２］．因
ＢＳＮ分为两部，且两部间有链接，因而，如果把 ＢＳＮ中
的每个因子网络看作一个超点，则 ＢＳＮ（Ω）可看作一个
完全两部图 Ｋｎ，ｎ．

针对第 ｉ部的第ｊ组的因子网络，Ωｉｊ的顶点集合也
可表示为Ｖｉｊ＝ ｖｉｊｋ ０≤ｋ≤ｎ－１，ｉ＝０，{ }１，边的集合 Ｅｉｊ
＝｛（ｖｊｍ，ｖｊｎ）（ｖｍ，ｖｎ）∈ＥΩ，ｉ＝０，１｝．由此，ＢＳＮ（Ω）的
顶点集合 ＶΩ＝∪ ｖｉｊ

０≤ｊ≤ｎ－１；ｉ＝０，１
，边的集合可以分成两个子

集 Ｅ１和 Ｅ２：Ｅ１代表了组内的链接，表示成 Ｅ１＝
∪

ｉ＝０，１；０≤ｊ≤ｎ－１
Ｅｉｊ；Ｅ２表示部间链接，表示成 Ｅ２＝｛＜ｖｉｊｋ，

ｖ（１－ｉ）ｋｊ＞ ｋ＜ｊ，ｉ＝０，１｝．
图１给出了以环网络 Ｒ４为因子网络的ＢＳＮ．

假设 Ｗｉｊ＝（ｗｉｊ１，ｗｉｊ２，…，ｗｉｊｎ）Ｔ（ｉ＝０，１），Ｃｉｊ＝（ｃｉｊ１，

ｃｉｊ２，…，ｃｉｊｎ）Ｔ（ｉ＝０，１）表示Ωｉｊ的负载和权值；Ｗｉ＝（ｗｉ１，
ｗｉ２，…，ｗｉｎ）Ｔ（ｉ＝０，１），Ｃｉ＝（ｃｉ１，ｃｉ２，…，ｃｉｎ）Ｔ（ｉ＝０，１）
表示 ＢＳＮ（Ω）的负载和权值．其中，定义Ωｉｊ的第ｋ个节
点ｖｉｊｋ的初始负载ｗｉｊｋ０≥０，初始权值 ｃｉｊｋ＞０．另外，定义
对角矩阵 Ｃ′和Ｃ′ｉｊ，其对角线元素为向量 Ｃｉ和向量Ｃｉｊ，
可表示为

Ｃ′＝ｄｉａｇ（ｃ０１１，ｃ０１２，…，ｃ０１ｎ，ｃ０２１，…，ｃ０２ｎ，…，ｃ０ｎｎ，ｃ１１１，
…，ｃ１ｎｎ）
Ｃｉｊ′＝ｄｉａｇ（ｃ０１，ｃ０２，…ｃ０ｎ，ｃ１１，ｃ１２，…ｃ１ｎ）（ｉ＝０，１）．
假设 Ａ及Ａｆ分别为ＢＳＮ（Ω）和因子网络Ω的定向

关联矩阵，而 Ａ２定义为是 Ｅ２与 ＢＳＮ（Ω）相关节点关联
的矩阵．其中，矩阵 Ａ、Ａｆ及Ａ２的每一列恰有两个非零
元，一个是１，另一个为 －１，分别代表节点相关边的定
向．

图的拉普拉斯矩阵可表示为 Ｌ＝ＡＡＴ．本文分别用
Ｌ及Ｌｆ表示 ＢＳＮ（Ω）及因子网络Ω的拉普拉斯矩阵．
假设 Ｌ及Ｌｆ的特征值分别用λｉ及λｆｉ表示，特征值依次
递减排序为λ１≥λ２≥…λｍ及λｆ１≥λｆ２≥…λｆｍ，并且对应
的特征向量分别用 ｚｉ及ｚｆｉ来表示．假使对于ＢＳＮ（Ω）网
络上的所有边的边权值αｅ都赋予一个固定的值α∈
０，( )１，Ω网络上边的边权值αｆｅ都赋予一个固定的值αｆ

∈ ０，( )１，则在同构网络系统中，边权值向量内的元素
都是相同的，并且由此所对应的扩散矩阵 Ｍ以及Ｍｆ可
表示为 Ｍ＝Ｉ２ｎ２－αＬ以及Ｍｆ＝Ｉｎ－αｆＬｆ．那么 Ｍ以及
Ｍｆ所分别对应的特征值为μｉ＝１－αλｉ，μ

ｆ
ｉ＝１－αｆλｉｆ．另

外，用γ以及γ
ｆ表示矩阵Ｍ以及Ｍｆ的第二大特征值的

绝 对 值，即 γ ＝ ｍａｘ（μ２ ，μｍ{ }） ＜１，γｆ ＝
ｍａｘ（μ

ｆ
２ ，μ

ｆ
ｍ{ }） ＜１．它们被称为是扩散矩阵的扩

散范式．γ值越小，网络系统的收敛速度就会越快．
在基于多项式的扩散模型方案中，工作负载 ｗｋ在

第ｋ步迭代之后的表达式可表示为ｗｋ＝ｐｋ（Ｍ）ｗ０．多
项式 ｐｋ的收敛依赖于误差ｅｋ＝ｗｋ－ｗ是否趋于０．误差
项 ｅｋ是衡量经过ｋ步迭代后负载均衡效果的重要指
标，根据文献［３］，误差项 ｅｋ满足ｅｋ＝ｐｋ( )Ｍ ｅ０，同时知
道 ｅ

 

ｋ
２≤ｍａｘｍｉ＝２ ｐｋμ( )ｉ · ｅ

 

０
２，ｋ＝０，１，……．

在异构的网络系统中，ＢＳＮ（Ω）及因子网络Ω的关

联矩阵 槇Ａ以及 槇Ａｆ可分别表示为 槇Ａ＝ＡＦ－１，及 槇Ａｆ＝
Ａ（Ｆｆ）－１．其中矩阵Ｆ为对角矩阵，对角元素 Ｆｉｉ＝ ｆ槡ｉｉ

（ｆｉｉ表示ＢＳＮ（Ω）边 ｉ的边权值）；矩阵 Ｆｆ的对角元素Ｆｆｉｉ
＝ ｆｆｉ槡 ｉ（ｆｆｉｉ表示Ω 中边ｉ的边权值）．那么 ＢＳＮ（Ω）及因
子网络Ω 的拉普拉斯矩阵表达式的一般形式分别为

槇ＬＣ′－１及Ｌ槇ｆＣ′－１ｉｊ且槇Ｌ＝槇槇ＡＡＴ，槇Ｌｆ＝Ａ槇ｆＡ槇ｆＴ．其实，异构网络中
的特征值分析方式与同构网络架构下的分析是相同
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的，而不同的一点即是研究对象由槇ＬＣ′－１替代了 Ｌ．

３ ＢＳＮ中的负载均衡

由上述内容可知，在负载均衡策略研究中，拉普拉

斯及扩散矩阵研究是非常关键的部分，但要计算大规

模层次网络的拉普拉斯及扩散矩阵的特征值及特征向

量是非常消耗计算时间并且是非常复杂的．因此，针对
大规模的ＢＳＮ，为了降低此类复杂矩阵的特征值及特征
向量的计算复杂性，本文提出一种新型的混合、有效的

可适用性负载均衡方案．
３１ 同构的ＢＳＮ下的负载均衡策略

针对同构的ＢＳＮ（Ω），本文提出一种混合的负载均
衡方案 ＣＤＥＸ（ＣｏｍｂｉｎａｔｉｏｎｏｆＤｉｆｆｕｓｉｏｎａｎｄＥｘｃｈａｎｇｅ
ｓｃｈｅｍｅ）（Ｘ代表传统的策略方案，例如 ＳＯＳ，ＦＯＳ，ＯＰＴ或
ＯＰＳ等），方案的基本思想就是把整个负载均衡过程划
分成四个阶段，即Ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ，Ｅｘｃｈａｎｇｅ，Ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ，Ｅｘｃｈａｎｇｅ．
其策略步骤如下：

Ｓｔｅｐ１（Ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ［１４］）：经过局部迭代的负载均衡过
程，ＢＳＮ（Ω）的每个因子网络Ωｉｊ内部节点上的负载都变
的相同，因子网络内部达到局部均衡状态．

在第一阶段过程中，经过 ｋ步迭代过程，每个因子
网络中的负载向量为 Ｗｋｉｊ＝（Ｉｎｐｋ（Ｍｆ））Ｗ０ｉｊ．

假设 ｙｆｋ表示在第ｋ步迭代过程中通过因子网络边
ｅ迁移的负载量，而 ｘｆｋ表示经过ｋ步迭代过程之后通过
边ｅ迁移的所有负载流量．其中，流量方向取决于对应
关联矩阵中边的指向；并且，流量 ｘ若满足Ａｘ＝ｗ０－
ｗ，则 ｘ称之为均衡流量．
经过 ｋ步迭代，可以计算出经过第一阶段（Ｄｉｆｆｕ

ｓｉｏｎ），每个因子网络可产生的流量 ｘΩ为
［１５］：

ｘΩ ＝ｘｆｋ＝ｘｆｋ－１＋α
ｆ Ａ( )ｆ ＴＷｋ－１ｉｊ

＝αｆ∑
ｋ－１

ｐ＝０
Ａ( )ｆ Ｔ Ｍ( )ｆ ｐＷ０ｉｊ

＝αｆ∑
ｋ－１

ｐ＝０
Ａ( )ｆ Ｔ Ｍ( )ｆ ｐ∑

ｍｆ

ｉ＝２
ｚｆｉ

＝αｆ∑
ｋ－１

ｐ＝０
Ａ( )ｆ Ｔ∑

ｍｆ

ｉ＝２
μ( )ｆｉｐｚｆｉ

＝αｆ Ａ( )ｆ Ｔ∑
ｍｆ

ｉ＝２
∑
ｋ－１

ｐ＝０
μ( )ｆｉｐｚｆｉ

＝αｆ Ａ( )ｆ Ｔ∑
ｍｆ

ｉ＝２

１－μ( )ｆｉｋ

１－μ
ｆ
ｉ

由μ
ｆ
ｉ＝１－αｆλｆｉ，上式可转换为

ｘΩ＝ｘｆｋ＝ Ａ( )ｆ Ｔ∑
ｍｆ

ｉ＝２

１－μ( )ｆｉｋ

λ
ｆ
ｉ

＝ Ａ( )ｆ Ｔ∑
ｍｆ

ｉ＝２

１
λｉ
ｆｚ
ｆ
ｉ

推算到整个ＢＳＮ，则经过第一阶段产生的流量迁移
总量 ｘ１则可表示为：

ｘ１＝∑
２ｎ

ｊ＝１
ｘΩ，ｊ＝（Ｉ Ａ( )ｆ Ｔ）∑

２ｎ

ｊ＝１
∑
ｍｆ

ｉ＝２

１
λｉ，ｊ

ｆｚ
ｆ
ｉ，ｊ （１）

Ｓｔｅｐ２（Ｅｘｃｈａｎｇｅ）：利用维交换算法来互换所有节点
对＜ｉ，ｇ，ｐ＞与＜１－ｉ，ｐ，ｇ＞上的负载．

经过此过程，通过部间链接产生的迁移流量则可

以表示为［１５］

ｘ２＝ ＩＡ２( )Ｔ ∑
ｍ２
ｉ＝２
１
λ
′
ｉ
ｚ′ｉ （２）

经过此次交换负载后，每个因子网络的负载总值

达成一致．
Ｓｔｅｐ３（Ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ）：依然运用扩散算法，在经过低于

ｍｆ次的迭代过程之后，每个因子网络内部再次达到局
部负载均衡状态．计算均衡流量的方法与 Ｓｔｅｐ１相同，
且 ｘ３可表示为：

ｘ３＝（Ｉ Ａ( )ｆ Ｔ）∑
２ｎ

ｊ＝１
∑
ｍｆ

ｉ＝２

１
λ
ｆ
ｉ，ｊ
ｚｆｉ，ｊ （３）

Ｓｔｅｐ４（Ｅｘｃｈａｎｇｅ）：与Ｓｔｅｐ２不同的是，对每对＜ｉ，ｇ，
ｐ＞与＜１－ｉ，ｐ，ｇ＞逐一进行交换扩散．经过第 ｋ步迭
代，边 ｅ上的负载迁移量为ｙｅｋ＝１／２ｋ（ｗｉｊｌｋ－ｗ（１－ｉ）ｌｊｋ）．
经过此阶段迭代过程，ｗｉｊｋ将收敛于整个网络节点负载
的均值，ＢＳＮ（Ω）也会达到全局的均衡状态．在此阶段
中，产生的流量 ｘ４可表示为：

ｘ４＝ ＩＡ２( )Ｔ ∑
ｍ２
ｉ＝２
１
λｉ
ｚｉ （４）

图２给出了以环网络 Ｒ４为因子网络的同构 ＢＳＮ
Ｒ４的负载均衡过程范例．
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通过以上策略分析可得，如果把传统的负载均衡

模型Ｘ作用于ＢＳＮ（Ω），则经过 ｋ步负载均衡过程后的
迁移总量 ｘ可表示为

ｘ＝ ＩＡ( )Ｔ ∑ｍｉ＝２
１
λｉ
ｚｉ

＝Ｉ Ａ２Ａｆ１Ａｆ２…Ａｆ２[ ]ｎ Ｔ∑
ｍ

ｉ＝２
１
λｉ
ｚｉ （５）

而当运用 ＣＤＥＸ算法时，整个网络产生的迁移流
量 ｘ′则可表示为

ｘ′＝ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＋ｘ４

＝（Ｉ Ａ( )ｆ Ｔ）∑
２ｎ

ｊ＝１
∑
ｍｆ

ｉ＝２

１
λ
ｆ
ｉ，ｊ
ｚｆｉ，ｊ

＋ ＩＡＴ( )２ ∑
ｍ２
ｉ＝２
１
λｉ′
ｚ′ｉ

＋（Ｉ Ａ( )ｆ Ｔ）∑
２ｎ

ｊ＝１
∑
ｍｆ

ｉ＝２

１
λ
ｆ
ｉ，ｊ
ｚｆｉ，ｊ

＋ ＩＡＴ( )２ ∑
ｍ２
ｉ＝２
１
λｉ
ｚｉ

＝（Ｉ Ａ( )ｆ Ｔ）∑
２ｎ

ｊ＝１
∑
ｍｆ

ｉ＝２

１
λ
ｆ
ｉ，ｊ
（ｚｆｉ，ｊ＋ｚｆｉ，ｊ）

＋ ＩＡＴ( )２ ∑
ｍ２
ｉ＝２
１
λｉ
（ｚｉ＋ｚ′ｉ） （６）

由式（５）可以了解，当作用一般模型 Ｘ于 ＢＳＮ时，
所产生的负载迁移总量计算必须提前得知整个网络系

统的全局谱信息，并且必须计算出２ｎ２×２ｎ２矩阵的拉
普拉斯特征值及特征向量，经研究表明，计算高阶矩阵

的特征值一般比较困难．若因子网络又是由直径稍大
的网络组成，则计算全局的谱值则是非常复杂而又不

易的．然而，分析式（６）可知，ＣＤＥＸ方法的主要计算量
都集中在因子网络内部，即，只需了解Ω 的内部谱信

息，也就是对应 ｎ×ｎ阶拉普拉斯矩阵的特征值，并且，
矩阵 Ａ２的计算量只达到数量级 Ｏ（ｎ）．

因此，根据式（５）及式（６）可看出，对比流量 ｘ的计
算，运用Ｘ模型时，计算量可以达到 Ｏ（ｎ３），而 ＣＤＥＸ
策略的计算量最高达到 Ｏ（ｎ２），从而降低了系统的计
算复杂度；并且，对比 Ｘ模型可知，在 ＣＤＥＸ方法中，
ＢＳＮ中的负载迁移大部分都发生在因子网络内部，而因
为因子网络内部的链接都是短距离的通信链，而因子

网络间的链接都是较长距离的通信链［１２］，因而，可知

ＣＤＥＸ模型方法大大减少了通信代价，降低了通信成
本．
３２ 异构的ＢＳＮ（Ω）下的负载均衡策略

针对异构形态的 ＢＳＮ（Ω），有以下需要注意的地
方：

首先，由异构网络ＢＳＮ（Ω）的拉普拉斯特征值计算
公式可知，网络中的每条边都被赋予一个边权值．

在本算法中，因子网络中每条边的权值 ｃｉｊ可表示

为ｃｉｊ＝
ｃｉ·ｃｊ

∑
ｎ

ｋ＝１
ｃｋ
，其中，ｖｉ及ｖｊ表示与边ｅｉｊ相关的两个节

点．
对于任意组间链接 ＜ｉ，ｇ，ｐ＞，＜１－ｉ，ｐ，ｇ( )＞

的边权值 ｌｇｐ的表达式则有：

ｌｇｐ＝
∑

ｎ

ｉ＝１
ｃ( )ｇｉ ∑ｎ

ｉ＝１
ｃ( )ｐｉ

∑
ｎ

ｉ＝１∑
ｎ

ｊ＝１
ｃ( )ｉｊ０＋ ∑ｎ

ｉ＝１∑
ｎ

ｊ＝１
ｃ( )ｉｊ１

在对异构系统实施负载均衡方案时，其对应的扩

散和交换方案也都要进行相应的修正．
在Ｓｔｅｐ１中，经过 ｋ步迭代过程，每个因子网络中

的负 载 向 量 为 Ｗｋｉｊ＝（Ｉｎ ｐｋ（Ｉ－αＡ Ｆ( )ｆ －１

Ｆ( )ｆ( )－１ ＴＣ′－１ｉｊ））Ｗ０ｉｊ；而在每个因子网络内部，当迭代
结束后，每个节点的负载权值可表示为 ｗｉｊｋ＝

ｃｋ

∑
ｎ

ｍ＝１
ｃｍ
∑
ｎ

ｌ＝１
ｗｌ；其迁移流量 ｘ′ｋｆ＝ Ａ（Ｆｆ）( )－１ Ｔ∑

ｍ′ｆ

ｉ＝２

１
λｉ′ｆ

ｚ′ｆｉ．
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在Ｓｔｅｐ２中，通过维交换过程，每条链接 ｌｇｐ上迁移

的流量为ｘｇｐ＝
ｌｇｐ
ｃｇｐ
×ｗｇｐ－

ｌｇｐ
ｃｐｇ
×ｗｐｇ ，流量迁移方向由

差值的正负决定．
Ｓｔｅｐ３与Ｓｔｅｐ４则将与上述Ｓｔｅｐ１及Ｓｔｅｐ２相类似．
由此，通过上述四个阶段的迭代过程，整个异构系

统的单位节点的负载都将与其自身性能达成优化的比

例，负载均衡效果显著．
针对异构的ＢＳＮ，对比 Ｘ模型及 ＣＤＥＸ可知，ＣＤＥ

Ｘ更具有适用性，其分析过程与３１节相类似，因而，此
处略去说明．

图３给出了异构环境下ＢＳＮＲ４的负载均衡过程范
例，算法实现参见下文．

ＣＤＥＸ算法

ＡｌｇｏｒｉｔｈｍＣＤＥＸｆｏｒｌｏａｄｂａｌａｎｃｉｎｇ
Ｒｅｑｕｉｒｅ：ＦａｃｔｏｒｎｅｔｗｏｒｋΩｉｊ，Ｗｉｊ，Ｃｉｊ；

Ｅｎｓｕｒｅ：Ｂａｌａｎｃｉｎｇｌｏａｄｖｅｃｔｏｒｗｌｉｊ；
１ ｆｏｒａｌｌｇｒｏｕｐｓΩｉｊｏｆＢＳＮ（Ω）；

２ ｒｕｎｔｈｅＤｉｆｆｕｓｉｏｎｐｒｏｃｅｄｕｒｅｏｎΩｉｊ；

３ ｅｎｄｆｏｒ；

４ ｆｏｒａｌｌｉｎｔｅｒｇｒｏｕｐｅｄｇｅｓｅ： ＜ｉ，ｇ，ｐ＞，＜１－ｉ，ｐ，ｇ( )＞ ；

５ ｌｇｐ＝ ∑
ｎ
ｉ＝１
ｃ( )ｇｉ ∑

ｎ
ｉ＝１
ｃ( )ｐｉ

∑
ｎ
ｉ＝１∑

ｎ
ｊ＝１
ｃ( )ｉｊ ０＋ ∑

ｎ
ｉ＝１∑

ｎ
ｊ＝１
ｃ( )ｉｊ １

；

６ ｘｇｐｅ＝
ｌｇｐ
ｃｇｐ
×ｗｇｐ－

ｌｇｐ
ｃｐｇ
×ｗｐｇ ；

７ ｗｇｐ＝ｗｇｐ＋
ｌｇｐ
ｃｇｐ
×ｗｇｐ－

ｌｇｐ
ｃｐｇ
×ｗ( )ｐｇ ；

８ ｅｎｄｆｏｒ；

９ ｆｏｒａｌｌｇｒｏｕｐｓΩｉｊｏｆＢＳＮ（Ω）；

１０ ｒｕｎｔｈｅＤｉｆｆｕｓｉｏｎｐｒｏｃｅｄｕｒｅｏｎΩｉｊ；

１１ ｅｎｄｆｏｒ；

１２ ｆｏｒａｌｌｉｎｔｅｒｇｒｏｕｐｅｄｇｅｓｅ： ＜ｉ，ｇ，ｐ＞，＜１－ｉ，ｐ，ｇ( )＞ ；

１３ ｗｇｐ＝ｗｇｐ＋
ｌｇｐ
ｃｇｐ
×ｗｇｐ－

ｌｇｐ
ｃｐｇ
×ｗ( )ｐｇ ；

１４ ｅｎｄｆｏｒ；

１５ ｆｏｒａｌｌｇｒｏｕｐｓΩｉｊｏｆＢＳＮ（Ω）

１６ Ｒｅｔｕｒｎｔｈｅｂａｌａｎｃｉｎｇｌｏａｄｖｅｃｔｏｒａｓｗｉｊｌ；
１７ ｅｎｄｆｏｒ

４ 理论比较

ＣＤＥＸ策略在负载均衡过程中的收敛速度只取决
于相关因子网络的扩展范式γ的大小，而与负载节点

的分布无关，与 Ｘ也是无关的．当 ＣＤＥＸ方法执行时，
ＢＳＮ内各因子网络会并行进行负载均衡过程，误差项
ｅｋ则是衡量经过 ｋ步迭代后负载均衡效果的重要指
标．下面的理论比较将说明ＣＤＥＸ比Ｘ更有优势．

定理 １ Ω 是 ＢＳＮ（Ω）的因子网络，则μ
ｆ( )Ω 

μ ＢＳＮ( )( )Ω ．
证明 ＢＳＮ（Ω）可看成是一个连通的完全二分图，

则Ω网络图是 ＢＳＮ（Ω）网络图的一个真的连通生成支
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撑子图．
假设μ及μ

ｆ分别表示ＢＳＮ（Ω）和Ω的拉普拉斯特
征值，而λ及λ

ｆ分别表示 ＢＳＮ（Ω）和Ω网络图的特征
值．将这些特征值从大到小排序，例如μ１μ２…μｎ；
Ｄ代表图的度对角矩阵，而 Ｂ代表图的邻接矩阵，则有

μ
ｆ( )Ω ＝λｆ１ Ｄ( )Ω ＋Ｂ( )( )Ω

而已知，若 Ｂ是非负矩阵，则 Ｂ的最大特征值随Ｂ中
元素的增加而递增．则有：

μ
ｆ( )Ω ＝μ

ｆ
１( )Ω

＝λｆ１ Ｄ( )Ω ＋Ｂ( )( )Ω

λ１ Ｄ ＢＳＮ( )( )Ω ＋Ｂ ＢＳＮ( )( )( )Ω

＝μ ＢＳＮ( )( )Ω ＝μ１ ＢＳＮ( )( )Ω

证毕．
定理２ 假设γ与γ

ｆ分别为 ＢＳＮ（Ω）与Ω的扩散
矩阵的第二大特征值，则γ

ｆγ．（根据 ｅ

 

ｋ
２≤γｋ

ｅ

 

０
２，γ

ｆγ表示若把 ＣＤＥＦＯＳ及 ＦＯＳ分别应用在

ＢＳＮ（Ω）时，在第 ｋ步迭代后，ＣＤＥＦＯＳ比ＦＯＳ的误差项
ｅｋ会有更小些的上界，从而，ＣＤＥＸ的负载均衡效果要
更为突出．）

证明 根据文献［６］，得出γ ＝
λｍλ２
λｍ＋λ２

，γ
ｆ＝

λｍ
ｆ－λ２ｆ

λｍ
ｆ＋λ２ｆ

．因为ＢＳＮ（Ω）可以看成一个完全两部图 Ｋｎ，

ｎ，因此，根据图特征定义，λ２可看成为 ０，得出γｆ＝

λｍ
ｆ－λ２ｆ

λｍ
ｆ＋λ２ｆ

＜１；而γ＝
λｍ－λ２
λｍ＋λ２≈

１．因此证得γｆγ．

定理３ 对比ＢＳＮ的谱值计算，ＣＤＥＯＰＴ比 ＯＰＴ有
更低数量级的计算复杂度．

证明 应用 ＯＰＴ算法，ｗｋ＝ Ｉ－ １
λ
Ｋ＋１( )Ｌｗｋ－１，最

后的迭代误差为 ｅｍ－１＝∏
ｍ

ｉ＝２
（Ｉ－ １

λｉ
Ｌ）∑

ｍ

ｊ＝２
ｚｊ＝０．ＯＰＴ

算法不需要额外的变量，需要知道 ＢＳＮ（Ω）网络图的不
同特征值的个数，其算法的迭代次数等于拉普拉斯矩

阵的特征值个数减 １，计算特征值的复杂度也达到
Ｏ（ｎ３）；而 ＣＤＥＯＰＴ是只需要知道其因子网络的不同拉
普拉斯特征值，其特征值的计算数量级为 Ｏ（ｎ２）．因
此，ＣＤＥＯＰＴ大大降低了计算复杂度．

定理４ ＢＳＮ达到均衡状态前，ＣＤＥＯＰＳ会比 ＯＰＳ
获得迭代次数 ｋ的更小些的上界值．

证明 传统的ＯＰＳ算法中，虽然存在某种情况，即
达到均衡状态时，网络系统的迭代次数 ｋ的取值与其
图的直径无关，然而，针对对称性的 ＢＳＮ（Ω）网络，其均
衡流量的迭代次数 ｋ满足下面关系式：ｋＤ（ＢＳＮ
( )Ω ）；而 ＣＤＥＯＰＳ方案中，迭代基本发生在因子网络

内部，且 ｄ( )Ω ＝１２Ｄ（ＢＳＮ
( )Ω ）－１Ｄ（ＢＳＮ( )Ω ），

因此，对于迭代次数 ｋ的取值，ＣＤＥＯＰＳ将获得 ｋ的一
个更小些的上界值，从而，ＣＤＥＸ降低了迭代次数，减少
了通信流量，节约了通讯成本．

５ 结论

基于ＢＳＮ（Ω）一系列的理想特性，本文提出了一种
新的负载均衡策略 ＣＤＥＸ，并在理论上对比分析了
ＣＤＥＸ的简单、有效性，论证了基于因子网络的模型
ＣＤＥＸ在进行迭代均衡中比标准的单一方案 Ｘ更快的
收敛性以及更显著的负载均衡效果，并且避免了计算

ＢＳＮ（Ω）的２ｎ２×２ｎ２矩阵的拉普拉斯特征值，而只需计
算因子网络的拉普拉斯特征值，大大降低了达到均衡

迭代状态的负载迁移的流量．
虽然ＣＤＥＸ在迭代过程中发生在网络链接上的迁

移负载不是 ｌ２ｍｉｎｉｍａｌ，但是，可以考虑如何更能降低
部间链接的通信流量，使得任务图中通信密集的子任

务尽可能映射到同一个因子网络中，这也是今后对于

该领域的一个重点研究方向．为体现 ＢＳＮ的实际应用，
还需实验性研究负载均衡及任务划分等重要问题．
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